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Resumen. En este trabajo se establecen resultados con respecto a la
composicio´n e invertibilidad de operadores pseudo–diferenciales en Zn,
se presenta una clase de s´ımbolos para la cual el conjunto de operado-
res pseudo–diferenciales asociados constituye un a´lgebra; se investiga
tambie´n la invertibilidad de un tipo de multiplicadores de Fourier.
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Abstract. In this paper some results on the composition and inver-
tibility of pseudo–differential operators in Zn are proved. Also a class
of symbols for which the set of associated pseudo–differential operators
becomes an algebra, is presented. The invertibility of a type of Fourier
multipliers is also investigated.
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1. Introduccio´n
La teor´ıa de operadores pseudo–diferenciales definidos en Z con s´ımbolos en
Z×T tiene su inicio en el an˜o 2009 cuando S. Molahajloo (ve´ase [5]) establece
condiciones necesarias para continuidad Lp y compacidad de tales operadores.
Dicha teor´ıa esta´ motivada por el estudio de problemas en teor´ıa de sen˜ales
y wavelets como puede consultarse en Wong [9]. El estudio de operadores
pseudo–diferenciales en Zk es un caso particular pero no menos interesante en
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la teor´ıa de operadores pseudo–diferenciales sobre grupos topolo´gicos localmen-
te compactos (ve´ase [4]).
En el an˜o 2011 aparecen dos trabajos que generalizan la nocio´n de opera-
dor pseudo-diferencial en Z. El primero de e´stos trabajos es presentado por C.
Rodr´ıguez en el cual extiende la nocio´n de operadores en Z a operadores en
Zn (ve´ase [6]) abordando el problema de continuidad, continuidad de´bil y com-
pacidad de los mismos; adicional a e´sto, Rodr´ıguez en su tesis de maestr´ıa
introduce un ca´lculo simbo´lico para operadores pseudo–diferenciales definidos
en Zn (ve´ase [7]). Un rasgo de esta generalizacio´n es la eleccio´n de los s´ımbolos
como funciones medibles definidas en Zn × Tn, debido a que el grupo dual de
Zn puede ser identificado con el toro n-dimensional Tn. El segundo trabajo fue
presentado por V. Catana˘ (ve´ase [3]) quien extiende la nocio´n de Z a opera-
dores pseudo–diferenciales multilineales sobre Zn con s´ımbolos en Zn× (Tn)m;
siguiendo los lineamientos de Molahajloo, Catana˘ establece condiciones ne-
cesarias para continuidad y compacidad de tales operadores multilineales.
En este trabajo se obtienen resultados con respecto a la composicio´n e inver-
tibilidad de operadores pseudo-diferenciales definidos en Zn. Dichos resultados
ampl´ıan la perspectiva propuesta por Molahajloo [5], y Rodr´ıguez [6]. Se
investigan esencialmente dos tipos de operadores; el primer tipo esta´ constitu´ıdo
por operadores con s´ımbolos integrables sobre Zk × Tk, cuya invertibilidad se
estudia usando la alternativa de Fredholm. El segundo tipo esta´ caracteriza-
do por operadores pseudo–diferenciales que actu´an como multiplicadores de
Fourier; los operadores considerados se invierten utilizando un me´todo similar
al empleado en la inversio´n de operadores pseudo–diferenciales en las clases
Smρ,δ(Rn × Rn) (ve´ase [8]).
2. Preliminares
Sea a ∈ L1(Zk), la transformada de Fourier â de a viene definida por
â(θ) =
∑
n∈Zk
e−i〈n,θ〉a(n),
con θ ∈ Tk = [−pi, pi]k. La fo´rmula de inversio´n de Fourier expresa que
a(n) = (2pi)−
k
2
∫
Tk
ei〈n,θ〉â(θ) dθ.
Sea σ una funcio´n medible sobre Zk × Tk, el operador pseudo–diferencial
asociado a σ esta´ definido por
Tσa(n) = (2pi)
− k2
∫
Tk
ei〈n,θ〉σ(n, θ)â(θ) dθ,
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con a ∈ L1(Zk), σ es llamado el s´ımbolo del operador Tσ. Al emplear el Teorema
de Fubinni y el Teorema de Tonelli, se obtiene
Tσa(n) = (2pi)
− k2
∫
Tk
ei〈n,θ〉σ(n, θ)â(θ) dθ
= (2pi)−
k
2
∫
Tk
ei〈n,θ〉σ(n, θ)
( ∑
m∈Zn
e−i〈m,θ〉a(m)
)
dθ
= (2pi)−
k
2
∑
m∈Zk
(∫
Tk
ei〈n−m,θ〉σ(n, θ) dθ
)
a(m).
Esta representacio´n es ma´s adecuada para los ca´lculos que se desarrollan pos-
teriormente.
En este trabajo se utilizan conceptos ba´sicos del ana´lisis funcional, siendo
nuestra principal referencia el libro de Bre´zis [1]. Mencionamos algunos de
e´stos conceptos a continuacio´n. Si X y Y son espacios de Banach, el espacio
de los operadores acotados de X en Y, B(X,Y ), es un espacio de Banach cuya
norma esta´ determinada por
‖T‖B(X,Y ) = sup
‖x‖X≤1
‖Tx‖Y .
Un operador T ∈ B(X,Y ) es de Fredholm si su nu´cleo es de dimensio´n
finita y su rango es cerrado y de codimensio´n finita. Si T ∈ B(X,Y ) es un
operador compacto, I + T es un ejemplo de operador de Fredholm. Un rasgo
interesante de tales operadores es que son invertibles mo´dulo operadores de
rango finito. Este hecho sera´ utilizado para estudiar la invertibilidad de un tipo
de operadores en Zk (ve´ase el Teorema 4).
Por otro lado, si H un espacio de Hilbert separable, un operador T : H → H
es un operador de Hilbert-Schmidt si para alguna base ortonormal {en}n∈N de
H, ‖T‖2HS =
∑ ‖Ten‖2H < ∞. Esta definicio´n es independiente de la eleccio´n
de la base, ‖ · ‖HS es una norma y adema´s el operador T es compacto. Con
respecto a la continuidad de operadores pseudo–diferenciales en Zk usaremos
posteriormente el siguiente resultado.
Teorema 1. El operador pseudo–diferencial Tσ : L
2(Zk) → L2(Zk) es un
operador de Hilbert-Schmidt si y so´lo si σ ∈ L2(Zk × Tk). En tal caso se
satisface que ‖Tσ‖HS = (2pi)− k2 ‖σ‖L2(Zk×Tk).
Demostracio´n. Consultar ([5], pa´g. 214) para el caso k = 1. Una demostra-
cio´n para k > 1 es similar. X
3. Composicio´n de operadores con s´ımbolos integrables
El objetivo principal de e´sta seccio´n es demostrar que el conjunto de opera-
dores pseudo–diferenciales definidos en Zk con s´ımbolos integrables en Zk×Tk
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conforman un a´lgebra de operadores compactos. Exhibir dicha clase de ope-
radores garantiza la existencia de un tipo de operadores pseudo–diferenciales
invertibles mo´dulo operadores de rango finito como se apreciara´ en el Teorema
4.
Teorema 2. Sean σ(n, θ), τ(n, θ) ∈ L1(Zk×Tk) s´ımbolos. Entonces existe una
funcio´n medible φ(n, θ) ∈ L1(Zk × Tk) tal que Tσ ◦ Tτ = Tφ.
Demostracio´n. Empleando el Teorema de Fubinni y el Teorema de Tonelli,
se puede escribir
Tσ ◦ Tτa(n)
= (2pi)−
k
2
∑
m∈Zn
(∫
Tk
ei〈n−m,θ〉σ(n, θ) dθ
)
Tτa(m)
= (2pi)−k
∑
m∈Zn
(∫
Tk
ei〈n−m,θ〉σ(n, θ) dθ
) ∑
j∈Zn
(∫
Tk
ei〈m−j,λ〉τ(m,λ) dλ
)
a(j)
= (2pi)−k
∑
j
∫
Tk
(∫
Tk
∑
m
ei〈n−m,θ〉+i〈m−j,λ〉σ(n, θ)τ(m, j) dθ
)
a(j) dλ .
Teniendo en cuenta que 〈n −m, θ〉 + 〈m − j, λ〉 − 〈n − j, λ〉 = 〈n −m, θ − λ〉,
se verifica
Tσ ◦ Tτa(n) = (2pi)− k2
∑
j∈Zn
(∫
Tk
ei〈n−j,λ〉φ(n, λ)dλ
)
a(j) ,
con
φ(n, λ) = (2pi)−
k
2
∑
m
∫
Tk
ei〈n−m,θ−λ〉σ(n, θ)τ(m,λ) dθ.
Dado que
|φ(n, λ)| ≤ (2pi)− k2
∑
m
∫
Tk
|σ(n, θ)||τ(m,λ)| dθ ,
se demuestra fa´cilmente que φ(n, λ) ∈ L1(Zk × Tk) y as´ı, Tσ ◦ Tτ = Tφ. X
Teorema 3. Si σ(n, θ) ∈ L1(Zk × Tk) ∩ L∞(Zk × Tk), entonces Tσ es un
operador compacto de L2(Zk) sobre L2(Zk).
Demostracio´n. To´mese σ(n, θ) integrable sobre Zk × Tk, tal que
C = ‖σ(n, θ)‖L∞(Zk×Tk) <∞.
Se sigue que ∑
n
∫
Tk
|σ(n, θ)|2 dθ ≤ C
∑
n
∫
Tk
|σ(n, θ)| dθ,
y as´ı σ ∈ L2(Zk ×Tk). Empleando el Teorema 1, vemos que Tσ es un operador
de Hilbert-Schmidt y, por tanto, compacto. X
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Corolario 1. Sean Γ(k) = L1(Zk × Tk) ∩ L∞(Zk × Tk) y Op(Γ)(k) la co-
leccio´n de operadores pseudo–diferenciales con s´ımbolos en Γ(k). Entonces
(Op(Γ)(k),+, ◦) constituye un a´lgebra de operadores compactos.
En el siguiente teorema se demuestra que el conjunto I + Op(Γ)(k) es una
coleccio´n de operadores invertibles mo´dulo operadores de rango finito.
Teorema 4. Sea σ(n, θ) ∈ Γ(k). El operador I+Tσ = T1+σ es invertible mo´du-
lo un operador de rango finito. Esto es, existen P, T,R, S ∈ B(L2(Zk), L2(Zk))
tales que R y S son de rango finito y
T1+σ ◦ T −R = I = P ◦ T1+σ − S.
Demostracio´n. Del Teorema 3 se sabe que Tσ es un operador compacto. El
operador T1+σ = I + Tσ es un operador de Fredholm y por tanto invertible
mo´dulo un operador de rango finito. Con dicha observacio´n se concluye la
prueba. X
Observacio´n. Cuando σ(n, θ) es integrable, se sabe que
φ(n) =
∫
Tk
|σ(n, θ)| dθ
satisface ∑
n
φ(n) = ‖σ(n, θ)‖L1(Zk×Tk) <∞.
Esto implica que l´ımn→∞ φ(n) = 0. Como consecuencia, dado  > 0, existe n0
tal que n ≥ n0 implica que |φ(n)| < , por lo que el s´ımbolo 1 + σ(n, θ) no se
anula para valores grandes de n y todo θ ∈ Tk. Este comportamiento es similar
al concepto de elipticidad para operadores pseudo–diferenciales en Rk, pues en
principio los operadores con s´ımbolos el´ıpticos (se anulan en una bola de radio
finito con centro en el origen) son invertibles mo´dulo un te´rmino de error. En el
caso de operadores en Op(Γ)(k), tal error lo constituyen operadores de rango
finito.
4. Invertibilidad de operadores en Zk
Estamos interesados en invertir operadores pseudo–diferenciales sobre Zk
que actu´an como un multiplicador de Fourier, es decir, operadores Tσ que
satisfacen
T̂σu(θ) = σ(θ)û(θ).
Para ello se construye un operador T ∗ de modo que T ∗Tσ = I, con σ ∈ L∞(Tk).
So´lo se considera σ(θ) de valor real. Los resultados que se obtienen son va´lidos
au´n cuando σ es una funcio´n de parte real nula (las demostraciones para este
caso deben ser ligeramente adaptadas). El me´todo empleado para la inversio´n
de dichos operadores esta´ fundamentado en la construccio´n de la parame´trix de
operadores pseudo–diferenciales el´ıpticos de tipo Smρ,δ (ve´ase [8]). Dicho me´todo
fue usado en Cardona [2], para investigar la invertibilidad de operadores no
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el´ıpticos en las clases Sm. Avanzar con nuestro objetivo requiere la introduccio´n
del siguiente Lema, cuya demostracio´n puede ser consultada en [9], pa´g. 36.
Lema 1. Existe una aplicacio´n ψ ∈ C∞(R) tal que 0 ≤ ψ(τ) ≤ 1 para τ ∈ R,
ψ(τ) = 0 si |τ | ≤ 1 y ψ(τ) = 1 si |τ | ≥ 2. X
En adelante Tσ sera´ un operador pseudo–diferencial con s´ımbolo real en
L∞(Tk). Sea ψ como en el lema 1 y considere, para 0 < a < 1, la aplicacio´n ψa
definida por
ψa(θ) = (1− a)ψ
(
σ(θ)
a
)
.
Claramente
1. 0 ≤ ψa(θ) ≤ 1− a para θ ∈ Tk.
2. ψa(θ) = 0, si |σ(θ)| ≤ a.
3. ψa(θ) = 1− a, si |σ(θ)| ≥ 2a.
Teorema 5. Existe una red de operadores {Ta}0<a<1 que satisface
l´ım
a→0
TaTσu(n) = u(n), u ∈ L1(Zk).
Demostracio´n. Sea ψa(θ) la aplicacio´n definida previamente. Para cada 0 <
a < 1 considere el operador pseudo–diferencial Ta dado por
Tau(n) = (2pi)
− k2
∫
Tk
ei〈n,θ〉τa(θ)û(θ) dθ ,
donde
τa(θ) =
ψa(θ)
σ(θ)
.
Por otro lado,
TaTσu(n) = (2pi)
− k2
∫
Rk
ei〈n,θ〉τa(θ)T̂σu(θ) dθ
= (2pi)−
k
2
∫
Tk
ei〈n,θ〉τa(θ)σ(θ)û(θ) dθ
= (2pi)−
k
2
∫
Tk
ei〈n,θ〉ψa(θ)û(θ) dθ.
Empleando el Teorema de la Convergencia Dominada y la Fo´rmula de Inversio´n
obtenemos
l´ım
a→0
TaTσu(n) = u(n), u ∈ L1(Zk). X
Se define a continuacio´n la familia de espacios Dσ(Zk) dependiendo del ope-
rador Tσ, donde el l´ımite T
∗ = l´ıma→0 Ta pueda ser definido y acotado sobre
L2(Zk).
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Definicio´n 1. Para cada operador Tσ como en el Teorema 5, sea Dσ(Zk) el
espacio de funciones definido por
Dσ(Zk) =
{
u : σ(θ)−1û(θ) ∈ L2(Tk)} .
No´tese que Dσ(Zk) 6= ∅, ya que si v ∈ L1(Zk), entonces u, definida por la
ecuacio´n
û = ψaσ(θ)v̂ ,
es un elemento de Dσ(Zk). Por otro lado, la funcio´n
‖u‖σ =
∥∥ûσ(θ)−1∥∥
L2(Tk)
es una norma en Dσ(Zk).
Proposicio´n 1. L1(Zk) ∩ Dσ(Zk) es un subespacio denso de Dσ(Zk).
Demostracio´n. Sea u ∈ Dσ(Zk), entonces existe una sucesio´n {v̂n}n en
L1(Tk) que converge a ûσ(θ)−1 en L2(Tk). La sucesio´n {un}n en L1(Zk) defi-
nida por ûn = σ(θ)v̂nψn−1 converge a u con respecto a la norma de Dσ(Zk).
En efecto
‖un − u‖σ = ‖F(un − u)σ(θ)−1‖L2
= ‖v̂nψn−1 − ûσ(θ)−1‖L2 .
Aqu´ı F(f) denota la transformada de Fourier de f. X
Teorema 6. Sea {Ta}0<a<1 la familia de operadores definida en el teorema 5.
Entonces para cada red Ta ∈ B(Dσ, L2) se tiene que esta red converge a algu´n
operador T ∗ ∈ B(Dσ, L2). Ma´s au´n, para cada u ∈ L1(Zk),
T ∗Tσu = u.
En este sentido, T ∗ es un inverso de Tσ.
Demostracio´n. En primer lugar, si u ∈ Dσ(Zk) ∩ L1(Zk), entonces
‖Tau‖L2 = ‖F(ψa(θ)σ(θ)−1û)‖L2
= ‖ψa(θ)σ(θ)−1û‖L2
≤ (1− a)‖σ(θ)−1û‖L2 ≤ ‖u‖σ.
Por un argumento de densidad se puede concluir la continuidad de los Ta’s.
Adema´s,
‖Tau− Tbu‖L2 = ‖F([ψa − ψb](θ)σ(θ)−1û)‖L2
= ‖[ψa − ψb](θ)σ(θ)−1û‖L2
≤ ‖ψa − ψb‖L∞‖σ(θ)−1û‖L2
= ‖ψa − ψb‖L∞‖u‖σ.
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Para cada ε > 0; existe 0 < a0 < 1 de modo que
0 < a, b < a0 =⇒ ‖ψa − ψb‖L∞ < ε.
As´ı, {Ta}0<a<1 es una red de Cauchy sobre B(DP , L2) que converge a algu´n
operador T ∗ ∈ B(Dσ, L2). Finalmente,
‖T ∗Tσu− u‖L2 ≤ ‖(T ∗ − Ta)Tσu‖L2 + ‖TaTσu− u‖L2
≤ ‖T ∗ − Ta‖B(Dσ,L2)‖Tσu‖σ + ‖TaTσu− u‖L2
≤ ‖T ∗ − Ta‖B(Dσ,L2)‖u‖L2 + ‖TaTσu− u‖L2 .
Cuando a → 0, el primer te´rmino del lado derecho tiende a cero. Usando el
teorema 5 y aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada, ‖TaTσu −
u‖L2 → 0. Se sigue que ‖T ∗Tσu− u‖L2 → 0, y por tanto T ∗Tσu = u. X
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